
行列演算の基礎（２）：逆行列 
      
（１） 逆行列(inverse matrix) 

正方行列 [ ]A に対し 
[ ][ ] [ ]IBA = ， ただし [ ]I は単位マトリックス 

となる正方行列が存在するとき， [ ]B を [ ]A の逆行列或いは逆マトリックスと呼び， 
  [ ] [ ] 1−= AB
と表現する．∴ [ ][ ] [ ]IAA =−1

である．逆行列は逆数を拡張した概念に相当する． 
 次に，逆行列の要素がどの様に誘導されるのか検討する．これを理解するには，

行列式(determinant)と随伴マトリックス(adjoint matrix)を把握する必要がある． 
 

 a)  行列式 
行列式は通常， ，[ ]Adet [ ]ijadet 或いは A ， ija と表現する． 
行列は単に配置を表しているにすぎないが，行列式は値を有する．その値が０に

等しい場合を特異(singular)，０に等しくない場合を正則(regular)であるという． 
  特異：  [ ] 0det =A
  正則：  [ ] 0det ≠A
 

 b)  随伴マトリックス 
 ｎ次の行列式 ija から，要素 を含む i行とija j 列を削除して得られる(n-1)次の行

列式を要素 に属する小行列式(minor determinant)と呼び，更に の要素位置に

よって定まる正負の符号 ( ) を付加したものを要素 の余因数或いは余因子

(cofactor)と呼んで，これを で表す．A は小行列式に符号を付加したものなので，

値を有する．したがって，正方行列

ija ija
ji+−1 ija

ijA ij

[ ] [ ]ijaA = の各要素には，それぞれ１つずつの

余因数 が存在し，正方行列の各要素の代わりに余因数を当てた行列ijA [ ]ijA を転置

した新たな行列 を定義できる．この新たな転置行列を正方行列 の随伴マト

リックスと呼び，記号 で表す． 

[ ]TijA [ ]A
[ ]Aadj

随伴マトリックス： [ ] [ ]TijAAadj =  
 

c) 逆行列の誘導 
   先ず，正方行列 [ の行列式の値を，]A [ ] DA =det と置く．行列式の展開定理によれ

ば，行列式 の値は１つの行，或いは１つの列の各要素とそれらの余因数の積の和

として表される．このことを示すために，３次の行列式の展開例を掲げる． 
D

    

322311332112312213322113312312332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaaaaaaaaaaa
aaa
aaa
aaa

−−−++=

において，第１行の要素 で括ると， 131211 ,, aaa
    ( ) ( ) ( )312232211333213123123223332211 aaaaaaaaaaaaaaa −+−+−    ～(1) 
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  となり，第１行の要素に関する線形結合として表現できる． 
  同様に第２行の要素 に対して， 232221 ,, aaa
    ( ) ( ) ( )321131122331133311223312321321 aaaaaaaaaaaaaaa −+−+−    ～(2) 
  同様に第３行の要素 に対して， 333231 ,, aaa
    ( ) ( ) ( )211222113323112113322213231231 aaaaaaaaaaaaaaa −+−+−       ～(3) 
  と表現できる．上式は次の様にも表せる． 

    
3231

222131
13

3331

232121
12

3332

232211
11 )1()1()1(

aa
aa

a
aa
aa

a
aa
aa

a +++ −+−+−  

3231

121132
23

3331

131122
22

3332

131212
21 )1()1()1(

aa
aa

a
aa
aa

a
aa
aa

a +++ −+−+−  

2221

121133
33

2321

131123
32

2322

131213
31 )1()1()1(

aa
aa

a
aa
aa

a
aa
aa

a +++ −+−+−  

更に簡潔に の係数を と置けば，上の行列式は， ija ijA
     131312121111 AaAaAa ++
                       ～(4) 232322222121 AaAaAa ++
     333332323131 AaAaAa ++

  したがって，上式は下式で表した行列の積の要素であるとも表現できる． 

[ ] [ ]( )

T

AAA
AAA
AAA

aaa
aaa
aaa

AadjA
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

333231

232221

131211

333231

232221

131211

       ～(5) 

ijA を要素 の余因数としてｎ次元に一般化して記述すれば， ija
     i行要素による展開： DAaAaAa ininiiii =+++ L2211     ～(a) 
  以上のことは，行列式の展開項を列の要素で括って(1)～(5)式相当を導いても次の同

様の表現が得られる． 
     j 列要素による展開： DAaAaAa njnjjjjj =+++ L2211    ～(b) 
    ここで(a)式の i行要素を 行要素で置き換え，余因数はそのままとすると， k
     inknikik AaAaAa +++ L2211   
  と表せ，先の３次の例において，(1)式の１行目要素を２行目要素で置き換えると， 
     ( ) ( ) ( ) 0312232212333213123223223332221 =−+−+− aaaaaaaaaaaaaaa  

   となることは明らかである．これは(b)式の列の展開式についても当てはまるので， 
   (a),(b)の展開式を補足する次式を得る． 
     のとき， ki ≠ 02211 =+++ inknikik AaAaAa L                ～(c) 
     のとき， l≠j 02211 =+++ njnjj AaAaAa lll L        ～(d) 
   ところで，(a),(c)式の左辺は，３次の例から類推できる様に，ｎ次元に一般化しても

行列の積 [ ] [ ]( AadjA )の要素，(b) ,(d)式の左辺は，列の要素で括った(4)式相当から積

の要素となっていることが分かる． [ ]( )[ ]AAadj
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    [ ]  [ ]( ) [ ]( )[ ] [ ]ID

D

D
D

AAadjAadjA ⋅=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

==

L

MMMM

L

L

00

00
00

   ，即ち正方行列 [ が正則であるならば，上式を0≠D ]A [ ] DA =det で割れて， 

      [ ] [ ]
[ ]

[ ]
[ ] [ ] [ ]IA
A
Aadj

A
AadjA ==

detdet
 

   上式を [ ] と比較すると，逆行列は次式で表せる． [ ] [ ]IAA =−1

      [ ] [ ]
[ ]A
AadjA

det
1 =−  

 
定理４ 転置行列の逆行列は，逆行列の転置に等しい． 
    証明： の両辺を転置すれば，２重積の転置公式より [ ][ ] [ ]IAA =−1

[ ]( ) [ ] [ ]IAA TT
=−1

となる．一方， [ ]( ) [ ] [ ]IAA TT =
−1

であるから，２つの式

を比較すると， [ ]( ) [ ]( )TT AA 11 −−
=  

 
定理５ 対称行列の逆行列は，対称行列である． 
    証明：対称行列の定義より，対称行列の転置は元の対称行列に等しいので，

である．この式を[ ] [ ]AA T = [ ]( ) [ ]( )TT AA 11 −−
= 式左辺の括弧内に考慮する

と，[ ] [ ]( T
AA 11 −− = ) となり，これは対称行列の逆行列は，対称行列であるこ

とを表している． 
 
定理６ 主対角要素が全て０でない対角行列の逆行列は，主対角要素の逆数を主対角要素

とする対角行列である． 

    例：  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

3

2

1
1

3

2

1

/100
0/10
00/1

00
00
00

c
c

c

c
c

c

 
例題１  

  [ ] の逆行列を求めよ． 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−
=

132
211
323

A

  解： [ ] 142186983det =−+−+−=A  
     随伴マトリックスの各要素は，次の通り． 

     7
13
21

11 =
−

=A ，   5
12
21

12 −=
−

−=A ， 1
32

11
13 −=

−−
=A  

     7
13
32

21 =
−

−
−=A ， 3

12
33

22 −=
−

−
=A ， 5

32
23

23 =
−−

−=A  
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     7
21
32

31 =
−

=A ，  9
21
33

32 −=
−

−=A ， 1
11
23

33 ==A  

     ∴ 随伴マトリックスは，  [ ] [ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−−==
151
935

777
T

ijAAadj

     ∴ [ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−−=−

071.0357.0071.0
643.0214.0357.0
5.05.05.0

151
935

777

14
11A  

例題２ 

   対称行列  の逆行列を求めよ． [ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

410
141
012

A

   解： [ ] 264232det =−−=A  
      随伴マトリックスの各要素は，次の通り． 

      15
41
14

11 ==A ，  4
40
11

12 −=−=A ， 1
10
41

13 ==A  

      4
41
01

21 −=−=A ， 8
40
02

22 ==A ，  2
10
12

23 −=−=A  

      1
14
01

31 ==A ，  2
11
02

32 −=−=A ， 7
41
12

33 ==A  

      ∴ 随伴マトリックスは，  [ ] [ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−
==

721
284

1415
T

ijAAadj

      ∴ [ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−
=−

721
284

1415

26
11A  

 
 
 
問１ 行列式の展開項は，列の要素で括ったとき， [ ]( )[ ]AAadj  の要素となっていることを

誘導せよ． 
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